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A SIMPLE MODEL OF OPTIMAL SIZE OF A CITY

ABSTRACT: Starting from 80 years ago, formulated the theory of central facilities ing. W. Christaller,
the article shows the weakness in the current socio-economic conditions, eg in the context of the growing
distance of workplaces and homes of consumers, by increasing their mobility (far motoring). Proposes his
own concept in the form of the model, expressed in the system of equations.
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Wprowadzenie

Przy rozwazaniach na temat wielko$ci miast, powstaja dwa pytania. Pierwsze z nich
brzmi: dlaczego istnieja miasta wykazujace przerost, charakteryzujace sie brakiem zor-
ganizowania jednostki miejskiej (duze miasta), a z drugiej strony miasta mate, ktére
nie s3 w stanie zapewni¢ swoim mieszkaricom niezbednych (podstawowych) ustug?
Inaczej: czy istnieje optymalna wielko$¢ miasta? Pytanie drugie, zasadnicze, wynika
z pierwszego: dlaczego wszystkie miasta nie sa jednakowej wielkosci, skoro powinna
istnie¢ optymalna wielko$¢ miasta? Wydawaloby sie, ze odpowiedz na to pytanie daje
koncepcja osrodkéw centralnych Waltera Christallera (1933). Jednakze koncepcja ta
rodzi pewne problemy, przejawiajace sie w braku powiazania aktywnosci ekonomicz-
nej z gestoscia i obszarem zaludnienia oraz renta gruntowa. Ponadto powstaje kolejne
pytanie, czy najwazniejszy element teorii Christallera — szerokie zaopatrzenie w dobra
— jest jeszcze aktualny w $wietle obecnie zmodyfikowanych wymogdéw technicznych
i obecnego sposobu zachowania uczestnikéw gry rynkowej, czy moze powinien on
zostac¢ zastapiony innym elementem.
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W literaturze istnieja trzy podej$cia modelowe do odpowiedzi na pierwsze pytanie
(por. Scholer 2007). Jako pierwsi prébe okreslenia optymalnej wielko$ci miasta podjeli
Alonso (1971) oraz Richardson (1983), za pomoca zapozyczonego z teorii przedsiebior-
stwa podejscia opartego na funkcji zyskow i kosztéw. Wychodzi si¢ przy tym z zaloze-
nia, ze wszystkie zalety struktury miejskiej daja sie wskaza¢ (wymienic), a zaleza one od
liczby mieszkaricow i wraz z nia moga si¢ zmienia¢. Podobnie, w uzaleznieniu od liczby
ludnosci, mozna wymienic¢ wady przestrzennej koncentracji miejskiej. Pominiecie tych
zalozen oznacza, ze obie funkcje, zyskéw i kosztédw, ,spadaja z nieba” jako oparte na
bazowych funkcjach uzytecznosci i produkeji. Model Fischa (1976) spelnia wprawdzie
wymog analizy na podstawie technologii produkeji i uzytecznosci, zaniedbuje jednak
dobra publiczne, ktére przedstawiane sa przez miasta do dyspozycji ich mieszkancéw.
W koncu trzecie podejscie uwzglednia lokalne czyste dobra publiczne (Arnott 1979,
Arnott, Stiglitz 1979, Arnott 2004), nie zawiera jednak teoretycznego uzasadnienia ich
wykorzystania. Stad w kolejnym prostym modelu powinno sie dazy¢ do ustalenia — na
podstawie funkcji uzytecznosci i przy danym zakresie dostepnych débr publicznych —
optymalnej wielkosci liczby mieszkaricéw danego miasta. Na drugie pytanie odpowie-
dzi udziela, cho¢ niekompleksowo i niespdjnie, koncepcja osrodkéw centralnych Chri-
stallera (1933). W drugiej czesci niniejszego opracowania oméwiono, w odpowiednim
skrdcie, wyprowadzone z teorii Christallera problemy zwiazane z hierarchia miastiich
wielko$cia. W czesci trzeciej przedstawiono prosty model optymalnej wielkosci mia-
sta, natomiast w czesci czwartej podsumowano krétko wyniki.

Hierarchia i wielko$¢ miast

Definicja wielko$ci miasta nastrecza wiele trudnosci. Nalezy do nich problem okre-
$lenia geograficznego obszaru miasta, jezeli nie wyjdzie si¢ z naiwnego zalozenia, ktére
moéwi, ze w sensie ekonomicznym miasto konczy sie tam, gdzie jest jego granica ad-
ministracyjna. Im wigksze jest miasto, tym dalej poza te granice siega jego przestrzen
gospodarcza. Tak wiec sensowne wydaje sie wyjscie od przestrzeni gospodarczej, ktéra
obejmuje miasto wraz z przylegla do niego okolica. Druga trudno$¢ dotyczy pomiaru
wielko$ci tak zdefiniowanej przestrzeni gospodarczej. W tej kwestii istnieja trzy moz-
liwe odpowiedzi. Otéz wielko$¢ miasta — nazywang dalej miejska przestrzenia gospo-
darcza — mozna okreslié: 1. przy pomocy liczby mieszkanicow tej przestrzeni, 2. przez
ekspansje geograficzna lub 3. poprzez centralno$¢ débr, ktdre sa oferowane przez mia-
sto. Trzecia definicja powraca do koncepcji Christallera (1933) i pozwala nie tylko na
ukazanie wielkos$ci miasta w jego definicji centralnosci, ale réwniez na skonstruowanie
hierarchii miast. Chociaz Christaller przypisuje poszczegdlnym typom miast idealna
liczbe ludnosci, to kryterium to jest konstytutywne nie dla rozmiaru miasta, tylko dla
samego zakresu dobr, ktérych nie oferuje miasto o mniejszej centralno$ci. Ponadto bez
znaczenia w tej koncepcji jest takze geograficzna ekspansja obszaru miasta.
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Znana jest zasadnicza my$l rozwazan Christallera, Ze dobra wykazuja pewien mak-
symalny i minimalny przestrzenny zasieg. Przy danej funkcji popytu konsumpcyjne-
go istnieje pewien dystans pomiedzy miejscem produkcji a miejscem sprzedazy, przy
ktérym koszty wyprodukowania facznie z kosztami transportu osiagaja poziom tak
wysoki, Ze popyt juz sie nie pojawia. Jednocze$nie okreslony jest zasieg dystrybucji,
ktéry w sposob widoczny zalezy od wysokosci kosztéw transportu, ceny sprzedazy
i natezenia popytu, a takze od rodzaju débr oraz ich wyceny. W konsekwencji zakres
zamoéwien gospodarstw domowych jest zdeterminowany wtasciwosciami débr. Po-
nadto przedsiebiorstwa beda wchodzi¢ na rynek lub na nim pozostawaé tylko wéw-
czas, gdy przychody pokryja zmienne dtugookresowe oraz stale koszty (kalkulowany
zysk przedsiebiorstwa, premia za ryzyko, odsetki kapitalowe moga zosta¢ zaliczone
w koszty state). Przy danym poziomie popytu niezbedna jest minimalna powierzchnia
sprzedazy, aby z przychodéw powstatych w jej obrebie méc pokry¢ koszty produkgji.
Ten minimalny zasieg dostaw (dystrybucji), wyrazony poprzez promien minimalnej
powierzchni sprzedazy, zalezy jedynie od wysoko$ci stalych i zmiennych kosztéw, plac,
kosztéw transportu, a nastepnie od struktury popytu, jak i od rodzaju débr. Zyski moga
mie¢ miejsce jedynie wéwczas, gdy zasieg sprzedazy calego przedsiebiorstwa przekro-
czy ten minimalny promien. Hierarchie miast mozna wyjasni¢ w nastepujacy sposéb:
dobra o szerokim zasiegu dystrybucji sa oferowane w miejscach o duzym stopniu scen-
tralizowania, natomiast dobra o niskim minimalnym zasiegu dystrybucji oferowane sa
takze w miejscach o malej centralnosci. Z powyzszych rozwazan wynika powstawanie
sieci naktadajacych sie powierzchni rynkowych dla konkretnych débr.

Obecnie zadna forma powigzania nie jest zgodna z koncepcja Christallera. W szcze-
gblnosci nalezy tu wymienic trzy sfery, trzy obszary (Scholer 2005):

1. Z powodu rosnacej odleglosci miejsca zamieszkania od miejsca pracy, zakupy
w zakresie okreslonych débr coraz czesciej realizowane sa w okolicy miejsca pracy
i tym samym stabna w miejscu zamieszkania. Nawet wtedy, gdy miejsce zamieszkania
i miejsce pracy nie sa tak calkowicie rozbiezne (odlegle), rosnaca mobilnos¢ gospo-
darstw domowych (poprzez samochody osobowe, jak réwniez polaczenia sieciowe
i miesieczne bilety komunikacji publicznej) prowadzi do powstawania odleglych cen-
tréw handlowych o wyzszym skupieniu. Poniewaz w tych miejscach oferowane moga
by¢ dobra o nizszej centralizacji, catkowite zapotrzebowanie w nie, w tym w dobra
pierwszej potrzeby w wiekszych ilosciach, moze tam zosta¢ zrealizowane, a dobra
przetransportowane przy pomocy prywatnych samochodéw. Jednakze warunkiem ta-
kich zachowan gospodarstw domowych jest to, aby dysponowaly one odpowiednimi
technologiami przechowywania (gtéwnie lodéwkami i zamrazarkami). Laczenie przez
gospodarstwa domowe pracy i zakupow albo nabywanie débr o nizszym i wyzszym
skoncentrowaniu w tym samym miejscu znajduje odzwierciedlenie w oszczednosci
czasu, ktdra z alternatywnymi kosztami wolnego czasu oceniana jest jako korzysc¢ eko-
nomiczna. Opisane powyzej konsumenckie zachowania prowadza do utraty znacze-
nia miejsc o niskim skoncentrowaniu. Dolna zatem plaszczyzna hierarchii zatraca sie
w koncepcji miejsca centralnego.
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2. Poniewaz we wszystkich miejscach o jednakowej centralizacji oferowane sa tego
samego rodzaju dobra, to wykluczona jest przestrzenna koncentracja przedsiebiorstw
tej samej branzy i tym samym zlozony efekt lokalizacji jednakowego przemystu. W rze-
czywistosci spotykamy jednak takiego rodzaju aglomeracje nie tylko z przyczyn histo-
rycznych i geograficznych, ale i dlatego, ze wewnatrzprzemyslowe pozytywne efekty
aglomeracji — korzysci ze wspdlnych promocji, szkoleni i badan naukowych — sg tak
silne, iz rekompensuja negatywne skutki aglomeracji: wady silnej konkurencji na rynku
pracy i wstepnego produktu oraz wyzsze koszty transportu do oddalonych rynkéw. Po-
wyzsze przyczyny powstawania aglomeracji — nowa geografia ekonomiczna wskazuje
na to jeszcze bardziej — nie sg kompatybilne z systemem Christallera.

3. Wreszcie — co zostalo juz wykazane — rangi miejsca (miejscowosci) okresla sie
poprzez warto$¢ obrotu dobrami na ich terenie, a nie poprzez powierzchnie badz wiel-
kos¢ zaludnienia tych miejscowosci. W teoretycznym podejsciu przyjmuje si¢ nadal, ze
miejsca zamieszkania ludnosci z jednolita gesto$cia sa zlokalizowane na calej (bez wol-
nych miejsc) powierzchni, chociaz miejsca pracy i placowki zaopatrzenia (konsumpcja,
administracja itp.) powielaja znany hierarchiczny wzorzec. Racjonalnie zachowujace
sie gospodarstwa domowe dazylyby do minimalizacji rent gruntowych — nieodgry-
wajacych zadnej roli w koncepcji miejsca centralnego — i kosztéw transportu oraz do
przesiedlenia si¢ w miejsca konsumpgji i pracy, lub w ich poblize. Konsekwencja tego
sprzezenia zwrotnego bylby dla tego samego dobra mniejszy dolny zakres w miejscach
o wysokim stopniu scentralizowania oraz wiekszy dolny zakres w miejscach o niskiej
centralnosci. Wynika stad bezposrednio, ze powyzsze koncepcje nie sa kompatybilne
z ustalonym systemem hierarchicznym.

Z powyzszych uwag krytycznych zrodzila si¢ idea, aby jako uzasadnienie hierarchii
miast uznac¢ dystrybucje (rozdzial) réznego rodzaju débr publicznych G,, G,,..., G,,.
Przy tym nie jest konieczne, by byly to czyste dobra publiczne, ktérym moga zostaé
przypisane wlasciwos$ci niewylacznosci i nietrywialnosci. Co wiecej, wystarczy jezeli
dobra panstwowe (wytworzone przez panstwo) w znaczacej czesci beda finansowane
z podatkéw (miejski teatr, kryta plywalnia, ogréd zoologiczny itp.). Owe dobra pu-
bliczne posiadaja, w zaleznosci od ich wlasciwosci, rézny przestrzenny zasieg ciazenia
(oddzialywania). Dla przyktadu: w warunkach Niemiec kryty basen ma zasieg do 5 km,
teatr miejski do 20 km, ogréd zoologiczny do 50 km itd. Kluczowym pomyslem jest
teraz, azeby nie réznego rodzaju dobra konsumpcyjne wraz z ich specyficznym zasie-
giem, ale dystrybucja publicznych débr ksztaltowala hierarchie miast.

Prosty model

W przedstawianym tu modelu powinny by¢ spelnione wymogi zbudowania analizy
opartej na ocenach uzytecznos$ci oraz powinno zosta¢ rozpatrzone (uwzglednione) ist-
nienie débr publicznych. W miejsce jednolitego dobra publicznego G mozna wprowa-
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dzi¢ dobra publiczne o réznej rozleglosci G, G,,..., G,,.,, gdzie x okresla range miasta.
Do funkcji uzytecznosci reprezentatywnego gospodarstwa domowego wchodza dobro
publiczne (G) okreslone pod wzgledem charakteru i zakresu, popyt na tereny pod za-
budowe mieszkalna (B), inne dobra konsumpcyjne (g):

u = q“GPB’ D

gdzie a, /3, y przedstawiaja wagi réznych débr, dla ktérych zachodzia + f +y = 1.
Dobra uzytku spolecznego sa finansowane przez podatek miejski # > 0 na osobe:

G=1tN (2)

przy czym N reprezentuje liczbe mieszkanicéw danego miasta. Przy danych dobrach
publicznych oraz dochodach wzrost liczby ludnosci miejskiej — pod warunkiem zréw-
nowazonego budzetu — skutkuje w postaci zmniejszenia stopy podatkowej. Gospodar-
stwo domowe, ktére mieszka w pewnej odleglosci od centrum miasta musi ponie$¢
koszty transportu, aby méc skorzysta¢ z débr publicznego uzytku. Sensowniej jest
przyjaé, ze wraz z wielko$cia miasta definiowana poprzez rozciaglos¢ zaludnienia i po-
jawiajacym popytem na powierzchnie wzrasta takze rozmiar oferowanych w miescie
débr publicznych. Skutkuje to tym, ze przecietne koszty transportu pewnego repre-
zentatywnego gospodarstwa, ktore musi ono poniesé, aby dotrze¢ do débr publicznych
w centrum miasta, rosna wraz z zakresem tych doébr: F = ¢(G) ¢' > 0. Ze wzgledéw
praktycznych powinno sie przyjaé liniowa zalezno$¢: F = eG, gdzie e > 0. Niech z bedzie
ceng dziatek mieszkalnych, a p cena innych débr konsumpcyjnych, przy czym ograni-
czenie budzetowe okreslone jest przy pomocy dochodu y:

y=pqg+zB+eG+t (3)
lub przy uwzglednieniu (2) przez:
y=pq+zB +etN+t (4)

Zastepujac rowniez w funkeji uzytecznosci (1) wielko$¢ G przez (2), otrzymujemy
funkcje Lagrange’a:

A(g, B, N) = g*(Ntf B + Ay - pq - 2B - etN — 1) (5)
z pochodnymi:
OAN/dqg=oulqg—ip=0 (6)
OA/0dB=yu/B-1z=0 (7
OA /ON=pu/N-2Llet=0 )

OA/dA=y—-pg—zB—etN-t=0 9
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W celu rozwiazania tego uktadu réwnan mozna najpierw z (6) i (8) wyznaczy¢ g:
_aeNt

Bp

(10)

a nastepnie z (7) i (8) B:
_ yeNt
Yo

Uwzgledniajac wyniki (10) i (11) w réwnaniu (9) i rozwigzujac je ze wzgledu na N,
otrzymujemy optymalny zakres liczby ludnosci danego miasta:

N = By-1) (12)
et(la+L+y)

Miasto jest tym wigksze, im wyzsze sa warto$¢ dobr publicznych g i dochdd netto
y —t> 0 oraz im mniejsze sa koszty podrozy e, ktdére rosna wraz z zasiegiem ddébr pu-
blicznych. Najbardziej korzystna wielko$¢ miasta obniza sie w koficu wraz ze wzrostem
poziomu podatkéw przypadajacych na jednego mieszkarica t. Poniewaz stopa podatko-

B (11)

wa jest zmienna egzogeniczng, gospodarstwa domowe redukuja swoje zapotrzebowa-
nie odno$nie do débr publicznych (G* = tN*) wraz ze wzrostem . Jak z tych rezultatéw
przechodzi sie do hierarchii miast? Przyjmuje sie, ze wyceny débr publicznych przez
gospodarstwa domowe £ nie sa jednolite, ale dziela sie od 8, do f,,. Dalej zaklada sig,
ze w okreslonym procesie rownowagi dokladnie te same gospodarstwa z identyczna
warto$cia ff znajduja sie razem w pewnych miejscach, tak, ze powstaje hierarchia miast
z rézng liczebnoscia dobitnie publicznych débr G, G,,..., G,, oraz z réznymi rozmiara-
mi populacji N;, N,,..., N,,. Centralizacja miejscowosci nie podaza zatem, jak to miato
miejsce w przypadku koncepcji Christallera, za geograficznym zasiegiem débr prywat-
nych, lecz za oszacowaniem wartosci débr publicznych przez gospodarstwa domowe.
Struktura hierarchii miast jest okreslana poprzez funkcje rozkladu dla f. Do hierarchii
miast dochodzi sie réwniez poprzez réwnomierny podzial wartosci 5, poniewaz takze
w tym przypadku powstaje kilka duzych i wiele matych miast.

Podsumowanie

W niniejszym opracowaniu podjeto probe okreslenia optymalnej wielko$ci miasta,
mierzonej liczba ludno$ci, na podstawie zachowan decyzyjnych gospodarstw domo-
wych. W pierwszej kolejnosci zostalo wyjasnione, dlaczego wyprowadzona i wyrazo-
na przez Christallera koncepcja hierarchii i wielko$ci miast jest pozbawiona zaréwno
ujecia dynamicznego, jak i okreslenia liczby mieszkaricéw miasta na pewnym szczeblu
hierarchii. Nastepnie w dolaczonym prostym modelu ustalona zostata na podstawie
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funkcji uzyteczno$ci reprezentatywnego gospodarstwa domowego uwzgledniajacej
rozmiar débr publicznych zwiazana z niag maksymalnie uzyteczna wielko$¢ miasta.

W rozwazanym modelu nierozpatrzone pozostaje pytanie o geograficzne rozprze-
strzenianie si¢ miast, poniewaz renta gruntowa nie zostata wymodelowana w uzalez-
nieniu od oddalenia od centrum miasta.
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PROSTY MODEL OPTYMALNE] WIELKOSCI MIASTA

ABSTARKT: Wychodzac od sformulowanej przed 80 laty teorii o$rodkéw centralnych W. Christallera, autor
artykutu wykazuje jej ulomnos$¢ w aktualnych warunkach ekonomiczno-spotecznych, na przyktad w kontek-
$cie rosnacej odleglo$ci miejsc pracy i miejsc zamieszkania konsumentéw, wskutek rosnacej ich mobilnosci
(dzieki motoryzacji). Proponuje wlasna koncepcje w formie modelu wyrazonego uktadem réwnan.
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